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1 Bevezetés

Interpolaciés gorbék tervezése évtizedek Ota fontos téma. A geometriai Hermite-
interpolaci6 [1] egy ismert algoritmus a probléma megoldasira. A moddszer altal
adott gorbét a végpontokban adott paraméterek a megfelel6 rendii folytonossag el-
érése érdekében megkotik, azonban emellett tobb szabadsagfokkal is rendelkezik az
illesztés. Ezek felhasznalhatoak arra, hogy a gorbéket bizonyos szempontok szerint
minél optimalisabbra allitsuk be. Ha az illesztheté gorbék fokszamat noveljik, a
szabadsagfokok szama jéval nagyobb lesz, ami egyrészt felhasznalhatéo még optima-
lisabb gorbék illesztésére, masrészt viszont néveli a numerikus eljarasok paraméter-

dimenzidjat, ezaltal a miiveletigényét, robusztussdgukat pedig rontja.

Gorbék valamilyen funkcional szerinti optimalizalasat tobben vizsgaltak. Mo-
reton és Séquin [5]-ben gorbék és feliiletek optimalizdldsat végezték a gorbiiletiik,
illetve normalgorbiileteik integréalja alapjan. Schaback [7]-ben az interpolaciés prob-

lémak megoldhatosagat vizsgalta polinomokkal, illetve raciondlis splineokkal.

Egy érdekes j megkozelités szerint érdemes lehet megvizsgalni, hogy a gorbék
optimalis szabadsagfok-értékei allnak-e valamilyen folytonos fliggésben a bemeno
kontrolladatokkal. Amennyiben fennallnak a megfelel6 feltételek, tgy ezek a pa-

raméterek a kozeliikben levé végponti adatokkal rendelkezé gorbék paramétereinek

« sz

Ezen leképezések kozelitésére azonban sziikséges az optimalizalt szabadsagfokok
kiértékelése a bemeneti konfiguraciok szerint egy stirti racson. Ahhoz, hogy ez maga-
sabb fokszamu gorbék esetén is megvaldsithatd legyen, hatékony, parhuzamos meg-

valésitas szitkséges.

« sz

megoldasok kozelitésére felallitott algoritmust, illetve a kapott eredmények elemzé-

sét.



2 Elméleti hattér

2.1. Fogalmak

Egyszerti sima reguldris gorbe paraméterezésének nevezem az f : I — R3, f € C!
leképezést, ha f az értékkészletén bijekcid, és f' sehol sem nullvektor. A gorbe a

paraméterezés értékkészlete.

Egy paraméterezés n-edrendben folytonos (C"-beli), ha a paraméterezése n-szer
folytonosan differencialhaté. Egy gorbe geometriailag n-edrendben folytonos (G™-

beli), ha létezik olyan paraméterezése, amely C™-beli.

Egy gorbe kiséro triédere, vagy lokalis Frenet-bazisa egy t € I paraméterértékre

az aldbbi médon értelmezhetd!:

t)]

(t)
(t) x £ (1) (2.1)
ROEITGEI0]

n(t) = b(t) x t(t)

o

b(t) =

ahol k = min{k € N* /() x f¥)(¢) # 0}

Ez a rendszer R3-ban barmely ¢ € I-re ortonormélt bézist alkot, és (t,n,b) sor-
rendben jobbkéz-rendszert. A 2.1.1 dbran lathaté a Frenet-bazis egy gérbe néhany

pontjaban.

Egy t € I paraméterértékre a gorbe gorbiilete (k) és torzidja (7) az alabbi mennyi-

1 Altaldban (t,n,b) sorrendben szokds megadni a lokdlis bazist, a tovibbiakban én is ezt fogom
kovetni. Az ehhez alkalmas definicié megtalalhaté [8]-ben, az dltalam alkalmazott megadds az
algoritmusok szempontjabdl célszertibb.

2a x b az a és b vektorok vektoridlis szorzatat jeloli.
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N

2.1.1. abra. Frenet-bazis

ségek?:

(¢, n))
0]

(w0, b)) -
0]

R(t) =
7(t) =

Ezeket a mennyiségeket geometriai invariansoknak is szokds nevezni, mert flig-

getlenek a konkrét paraméterezéstél. ([8])

A gorbe Frenet-koordinatainak nevezziik a derivaltjainak koordinatait ebben a
bézisban, azaz azokat az (x;), (v;), (z;) sorozatokat, melyekre x; = <f(i)(t),t(t)>,
yi = (£0(t), n(t)), z = (£O(1), b(1)).

A Frenet-koordinatak kozul y; = 0, mivel ' = X\ - t miatt f' L n, illetve z; és 29

is 0, mivel az els6 és masodik derivalt az érintésikban van, amire b merdleges.

Belathaté ([10]), hogy a gorbe x(t) gorbilete, és 7(t) torzibja ekkor a kévetkezd

modon szamithatd.

k=2
g (23)
zZ3 .
’[‘ pr—
T1Y2

Ehhez hasonlé médon levezetheték az invarians mennyiségek ivhossz szerinti de-

3(a,b) az a és b vektorok skaldris szorzatat jeloli.
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rivaltjaira vonatkozo6 képletek is (levezetések: A.1):

2
, YsTp — 375

af
24Y2 — 22313
li// _ y4x%y2 - 35(71:L‘Qy2y3 + yg + Z%l’%

6
T1Y2

E képletek alkalmazasaval pedig olyan formuldk hozhatok 1étre, melyek a geo-
metriai invaridnsokbodl, és az x; (i = 1..n) Frenet-koordinatédkbdl el6éllitjak a gorbe
1..n-edik derivéltjait az (t, n, b) bazisban

f/ = lL‘lt
£ = 2ot + 2%kn (2.5)

£ = w3t + (321295 + 23K ) + 237D

Egy gorbe Bézier-alakjanak nevezziik az alabbi megadasat:
Legyenek by, by, ..., b, € R3 kontrollpontok, B} (t) = (Z) th(1 — )"kt €[0,1]
a k-adik n-edfokd Bernstein-polinom. Ekkor a gérbe paraméterezése () = _ Bj!(t)by,
k=0

t €0,1]. A gorbét ekkor nevezhetjik Bézier-gorbének, illetve mondhatjul; ugy is,
hogy a gorbe a Bernstein-bazisban adott. A Bernstein-bazisban megadas igen elter-
jedt, mivel az igy megadott gorbék szamitogépes kiértékelésére hatékony és nume-
rikusan stabil algoritmusok léteznek ([2]).

PI
L]

2.1.2. abra. Bézier-gorbe és kontrollpontjai



2.2. OPTIMALIZACIOS ALGORITMUS

2.2. Optimalizacios algoritmus

A tovédbbiakban optimdlis Geometriai Hermite interpolaciés gorbékrdl ([7], [1])
lesz sz6. Ennek az interpolacios modszernek az elonye, hogy a szegmensvégpontok-
ban G" folytonossagot garantal, tovabba szabadsagfokokkal rendelkezik, melyekkel

jol paraméterezhetd a feladatot megoldd gorbesereg.

Az interpolaland6 geometriai adatok a GH interpolacios feladatban megko6tés-

ként értelmezhetéek. Altaldnos esetben ezeket az alabbi tablazat foglalja ssze

rend (7) ‘

o123 .| m
GH adat (D;) H p

1
‘ ¢ ‘ n, K ‘ KT ‘ .. ‘ 5(”_2)’ 7(n=3)

ahol p € E? rekonstrudlandé pozicié, t,n, b € R3 rendre a Frenet kisérd triéder tan-
gens, normalis és binormalis egységvektorai, k, 7 pedig a gorbiilet- és torzidfiiggvény,
illetve ezek ivhossz szerinti derivaltjai. Egy konkrét D, adatvektort geometriai

konfiguraciénak neveziink.
A megoldandé feladat a kovetkezdképpen foglalhatd Ossze:

e A bemenet kontrolladatok egy listaja, ahol a kontrolladat egy pozicid, és a

hozza tartozo - folytonossagi rendtdl fiiggd - egyéb adatok:

— G' folytonos csatlakozds esetén a gorbe irdnya, azaz az t bézisvektor

ottani értéke

— G? folytonos csatlakozds esetén ezenfeliil az n béazisvektor, és a k gorbii-
letérték

— G? folytonos csatlakozas esetén tovabba a x' gorbiileti derivalt, és a 7

torzié (a b binormalis t és n alapjan mar meghatarozhato)

e Tovabbi bemenet egy C™(I) — R funkcional, amelyre nézve optimalizalast

végziink. Egy egyszerti példa: [ k*, azaz a gorbiilet kettes norméja.

1
e Az algoritmus kimenete egy olyan spline gorbe, melyre teljesiil, hogy a szaka-

szok hatarpontjaiban interpolalja a bemeno adatokat, adott n-re G™ folytonos,

és a funkcional értéke rajta minimélis.

Ha a feladatot csak a spline egy szakaszara tekintjiik, akkor ismert, hogy az n-
edrendii két végponti illesztési feladatnak mindig létezik 2n + 1 fokszamu polinomi-
alis gorbével megoldasa ([7]). Kisebb foku csak akkor 1étezik, ha a kontrolladatok
teljesitenek bizonyos feltételeket. Magasabb foku viszont mindig létezik, a dolgozat
egyik targya lesz, hogy magasabb fokszammal elérheto-e, hogy a gorbe optimalisabb
legyen.

Az optimalizalasi feladat dimenzidja ekkor a kovetkez6 modon all elo:
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A gorbe paramétereinek szama 2n + 1-fokt esetben 3(2n + 2), mivel a Bézier-
megadasban 2n+2 kontrollpontot kell beallitani, és mindegyik 3 valés értékkel

reprezentalhato.

e A kontrolladatok viszont ebbdl megkdtnek 2n + 3 szabadsagfokot végponton-
ként (a végpont pozicidja 3, a tovabbi rendek 2-2 adatot hordoznak)

e A fokszam minden emelésével egy tjabb kontrollpont keletkezik, ami 3-mal

noveli a szabadsagfokok szamat

e A beallithat6 szabadségfokok szdama tehét 3(2n+2) —2(2n+ 3) = 2n, tovabba
ha d > 2n + 1 foki gorbét illesztiink, akkor ezen feliill még 3(d — (2n + 1)) az

extra kontrollpontokbdl.

Ezek a szabadsagfokok jol reprezentalhatéak a két végpontban levé x4, ..., z, Frenet-
koordinatédkkal, tovabba magasabb foki esetben az els6 és utolsé n + 1 darab kont-
rollpont k6zé es6 pontok 3-3 koordinatajaval ([6]). Ezekbdl a 2.5 formulakkal meg-
kapjuk a goérbe els n derivéltjat a két végpontban (£(0),f(0),...,£™(0), illetve
£(1),£'(1),...,£(1)), amivel egy Hermite-féle interpolécios feladathoz jutottunk.

Valamilyen altaldnos (nem feltétlentil polinomialis) bazisban (Fj : [0,1] — R3,

i €{0,1,...,d}) a Hermite-interpolacié megoldhaté az alabbi métrixegyenlettel ([2]):

£(0) Fo(0)  Fi(0) Fy(0
£(0 F3(0)  F{(0) F4(0)
£(0) FJ(0)  F(0) F7(0)
: : : . : Po
(0)|  [E70) FP0) . FP0)] |p (2.6)
£(1) || B R Fy(1) | | '
£(1) F(1)  Fi(1) F(1) | |pag
£(1) Fy(1)  Fy(1) Fi) | %7
_f(n).(l)_ _F0"5(1) Ff”5(1) FCE”.)(l)_

FeR(2n+2)x (d+1)

Ezt specidlisan a Bernstein-bazisra alkalmazva, egy egyenletet kapunk a py, ..., pg
kontrollpontokra. Megfigyelhetd, hogy az egyenlet méatrixa csak a bazistdl fiigg
(a konkrét bemend adatokt6l nem), tehat térolhatd, s6t inverze is. A rendszer a
d > 2n+ 1 esetben (d a szegmens fokszama, n a folytonossag rendje) alulhatarozott
lesz, ami épp azt jelenti, hogy tovabbi szabadsagfokok is vannak. Ekkor a matrix

kozéps6 néhdny oszlopa nullvektor lesz ([2]), ami épp azt jelenti, hogy ezek a végponti
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derivaltak nem fliggnek a kozépen levo kontrollpontoktél, azok a korabban irtak

szerint extra szabadsagfokokként értelmezhetok.

A kontrollpontok birtokaban kiértékelheto a gorbe tetszoleges tulajdonsédga bar-
milyen paraméterértékre, illetve barmely invaridns mennyiség a 2.3-2.4 formulak
szerint. Igy az ezekbdl, és az integralds operdtorbdl osszesllithaté célfiiggvények

kiértékelhet6k (numerikus integralassal).

Mivel a szabadsagfokok két jol elkiiloniilé csoportot alkotnak, melyek koziil az
egyik Frenet-koordinatakat, a masik viszont pozicidadatokat tartalmaz, célszerii -
a fejlesztés sordn szerzett tapasztalatokat is figyelembe véve - a [11] &ltal alkalma-
zott modszerhez hasonléan kettévalasztani az optimalizaciokat. Ez azt jelenti, hogy
el6szor optimalizalok egy alacsonyabb foku gorbét, amely csak a végponti szabadsag-
fokokkal paraméterezédik, majd ennek fokszamemelésével (]2]) kapott gérbe belsd

kontrollpontjait optimalizalom tovabb.

Az optimalizalas L-BFGS algoritmussal torténik ([4]). A célfiiggvény derivaltjait

numerikusan, szimmetrikus differenciahdnyadosokkal becslem, azaz:

Of o flo 2 e, = flo, 2@ —e, )
0x; (z:7) 2¢e 2.7)

Az eljarast iteralva, kapjuk kontrolladatok egy sorozatat, és a hozzajuk tartozé
célfiiggvény-értékeket. Annak érdekében, hogy egy hibas 1épés ne rontsa el a vég-
eredményt (példaul ha az elsé derivdltnak tobbszoros gyoke van, ennek kozelében
instabilitas 1éphet fel 0 kozeli szammal valé osztds miatt), az iteraciéo végén egy

minimumkivalasztas megkeresi a kapott legkisebb normaji goérbét.

A Newton-jellegti iteraciés modszerek kezd6értékre vald érzékenysége miatt tobb
kezd6pontbdl is inditok iteracidkat, majd az eredmények koézott szintén egy mini-

mumkivalasztas dont.

2.3. Kozelito algoritmusok

Feltételezve, hogy a numerikus optimalizacié eredményre jutott, az optimumként
kapott Frenet-koordinatak tekintheték a konfiguracidohoz tartozo fiiggvényértéknek
egyfajta (D, x D, — R?*" alaki) ,optimumleképezésének” eredményeképp. Ennek
az optimumleképezésnek - vagy legalabbis egy kozelitésének - az ismeretében az op-
timalis szabadsagfokok egy numerikus algoritmus végrehajtasa nélkiil, akar konstans

idoben is megkaphatoak.
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Algoritmus 2.2.1 Optimalizalt gorbeszegmens illesztése
Bemenet: pl, p2 végponti adatvektorok
Kezd6értékek beallitasa a végponti szabadsagfokokra, és a belsé kontrollpontokra
Ciklus
Végponti szabadsagfokok optimalizdlasa
Ciklus
Kontrollpontok generalasa a differenciahdanyados meghatarozasahoz
sziikséges szabadsagfokokra
Integralnorma kiértékelése minden generalt esetben
Parcidlis derivaltak becslése
Lépésszamitas L-BFGS mddszerrel és 1épés (A.2)
Ciklus vége
Ha kis elmozdulds (és nem elsé iterdcid): kilépés
Fokszamemelés
Bels6 kontrollpontok optimalizélasa:
Ciklus
Kontrollpontok generalasa a differenciahdnyados meghatarozasahoz
szitkséges szabadsagfokokra
Integralnorma kiértékelése minden generalt esetben
Parcialis derivaltak becslése
Lépésszamitdas L-BFGS modszerrel és 1épés (A.2)
Ciklus vége
Ha kis elmozdulas: kilépés
Ciklus vége
Szabadsagfokok alapjan kontrollpontok generalasa
Kimenet: Bézier-gorbe kontrollpontokkal

A gyakorlatban ezt a kozelitést egy racson fogom megadni, azaz egy minél si-
riibb felosztason kiértékelem az optimalis paramétereket. Amennyiben ezek adottak,

tetszoleges konfiguraciéra kozelithetoek ez alapjan a paraméterek.

Annak érdekében, hogy a racsok minél kevesebb dimenziésak legyenek, a konfi-

guracidokat normalizaljuk.

Elsérendii esetben a sikbeli konfigurdciokat két szoggel (o, 8 € [0,27]) paramé-
terezzik a 2.3.1 dbran lathatéo médon. Ehhez konnyen belathatd, hogy 1étezik olyan
invertalhato transzformacio, ami altalanos bemeteti konfiguraciobol a kezdépontot
(0,0)-ba, a végpontot (1,0)-ba transzformélja. Ez felbonthaté egy eltolési, forgatési
és izotrép skalazasi komponensre. Visszatranszformalaskor az inverz transzformé-
ci6 skalazdsi komponensével kell szorozni az z; Frenet koordinatakat (a tangens és
minden derivalt ugyanazon a forgatason esik at, tehat ez a skalaris szorzatokat nem

modositja, a derivaltak hossza viszont skaldzodik).

A masodrendli konfiguraciokat négy skalar mennyiséggel tudjuk lefrni a 2.3.2
abran lathaté médon. A két végpontot, illetve a tangenseket az elsérendli esethez

hasonléan irjuk le, a normalis egyszertien a tangens +90°-os elforgatottja, mig a
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B

2.3.1. abra. Elsérendii normalizalt konfiguracié

gorbiilet ekkor pozitiv és negativ egyarant lehet (igy jellemezheték azok az esetek,

amikor a normalis az ellenkezd irdnyba mutat).

Altalanos konfiguracié normalizalasa esetén - az elsérendii esetnél mar leirtakon
kivil - arra kell figyelni, hogy a gorbiilet a skalazasi komponens inverzével szorzodik

(mivel a simulékor sugara skalazodik, de a gorbiilet ennek a reciproka).

Ezek a konfiguraciok jol paraméterezhetok tehat az elsérendii esethez hasonld o
és [ szogekkel [0,27]-bol, illetve a k(0), (1) valés gorbiileti értékekkel. Ezzel a

kiértékelési racs 4 dimenzids lesz.

Mivel elsorendii esetben 2, méasodrendiiben 4 szabadsagfoka van a GH interpo-
laciénak, ezért rendre egy R? — R? illetve egy R* — R* fiiggvényt kell rdccsal

kozelitentunk.

Az optimumbecslésekhez ezt a racsot hasznaljuk, legkdzelebbi szomszéd, bilinea-
ris, kobos spline, illetve szakaszos Hermite spline szerinti kozelitésekre a racspontok
kozti bemenetek esetén. (Az utébbi ketté a Matlab “spline” illetve ‘pchip’ beépitett
fiiggvénye.) A becslé megadja a becsiilt szabadsagfok-értékeket, illetve egy becsiilt

értéket a gorbe funkcional szerinti értékére.
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2.3.2. dbra. Masodrendi normalizalt konfiguracio

10
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3 Implementacié

A megvaldsitas egy, az Algoritmusok alkalmazasai labor kereteiben késziilt, gor-
bék kezelésére alkalmas program kibovitésével késziilt. A kod publikusan elérheto,
letoltéséhez, és hasznalatahoz segitség talalhato a B mellékletben. A gorbék kezelése

tehat kozos munka, az optimalizacio és vizualizacio pedig sajat.

A program C++ nyelven irédott, a GPU-n futé kdédon GLSL-ben, kisebb részek

(k6dgeneralds, konstansok elére kiszamitasa) scriptnyelveken késziiltek.

3.1. Gorbemuveletek

A gorbékkel kapcsolatos konyvtar egy C++ és egy OpenGL implementéaciobél
all. A gorbék implementacidja jelenleg Bézier-gorbékkel torténik, de létezik egy
altalanos interfész (mely a gorbe és derivaltjainak kiértékelését varja el egy paramé-

terértékben), melyet haszndlva mas implementdcié is adhaté a gorbékhez.

A Bézier-implementaci6 [2] alapjan késziilt. Végrehajthatok benne a leggyak-
rabban alkalmazott Bézier-gorbékkel kapcsolatos miiveletek: kiértékelés (Bernstein-
egyutthatokkal és de Casteljau-algoritmussal), derivaltak kiértékelése, gorbék fel-

osztasa, fokszamnovelése, stb.

A konyvtar képes tovabba a 2.1-ben leirt geometriai invariansok kiértékelésére,

az ott leirt modszerekkel, azaz a Frenet-koordinatak segitségével.

Ezeken kiviil a C++ konyvtar tartalmaz még néhany példagorbét, illetve egy
egyenletes eloszlasi gorbék véletlenszerti generalasara alkalmas alprogramot (tesz-
teléshez).

Az OpenGL-implementaci6 GLSL kédokban taladlhato, melyek hivhatok példaul
a gorbék kiértékelését végzo tesselation shaderekbdl, de ugyantugy az optimalizaciot

végz6 kodbol is.
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3.2. OPTIMALIZACIO

3.2. Optimalizacio

Az optimalizécié megvalésitdsa OpenGL (4.3) Compute Shaderekkel ([9]) tortént,
ami egy altalanos céli GPU programozasi APL. Ez a kornyezet jol illeszthetd a
szintén OpenGL-ben elkésziilt megjelenitohoz, valamint a kordbban leirt, gorbéken
végezhet$ fiiggvényekhez, amiket igy nem kellett tobbszorosen implementalni. A
compute shaderek kényelmes tamogatast nytujtanak a parhuzamos szamitédsokhoz,

igy az algoritmusok jelentosen gyorsithatok.

A compute shaderek tn. hierarchikus allapottéren dolgoznak, azaz az inditasuk-
kor (dispatch) a felhasznédl6 egy vagy tobb munkacsoportot (workgroup) indit el,
amik egy-egy feladaton 6nalléan dolgoznak. A workgroup-ok szalakra (thread vagy
invocation) oszlanak, amik parhuzamosan tudnak dolgozni a feladaton. Egy group-
on beliil a szdlak egymassal osztott memoriat hasznélhatnak, illetve szinkronizalha-
tok egymassal. A csoportok és a szalak azonositasara is 3 dimenziés koordinaték
hasznalhatok, amivel egy absztrakt tér elemeiként hivatkozhatunk a csoportokra,

illetve az egy csoporton beliili szalakra.

'II----' =

\_V_J
invocation work group dispatch

(thread)

3.2.1. dbra. OpenGL Compute Shaderek szerkezete
Forras: https://www.slideshare.net/Mark Kilgard/
siggraph-2012-nvidia-opengl-for-2012

« s ez

(pl. SSBO) kell betolteni, illetve onnan kiolvasni. Ennek megvan az az elénye,
hogy példaul egy compute shader kimenetét egy rajzoldsi parancs bemeneteként

hasznalhatjuk, a felesleges adatmozgatast elkeriilve.

Az algoritmus bemenete a szegmensvégpontok a megfelelé rendii folytonossagi
adatokkal (2.2). Ezt lebeg6pontos szamokkal, és - a shadernyelvben beépitett ti-
pusként, mig C+-+-ban a GLM konyvtarban definialt - 3 dimenzids vektor tipussal
tarolom. Minden egyes gorbeszegmensre egy-egy workgroup-ot inditunk, amik tehat

két-két végpontot fognak feldolgozni.

Kimenetként az eredményiil kapott gorbeszegmensek Bézier-kontrollpontjait ad-

juk meg, itt is workgroup-onként egy gorbe adatait. Ez fokszam—+1 darab 3 dimenzi-
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3.3. KEZELOFELULET

6s vektort jelent. Ezenkiviil visszaadja a program az eredménygorbe optimalizalasi
funkciondl szerinti norméjat, hogy osszehasonlithat6 legyen méas gorbékkel (illetve
ellendrizheto legyen, hogy az optimalizal6 helyesen miikddik-e, C++-ban irt valida-

ciés szamitasokkal).

Az implementacié alapvetéen a 2.2 alapjan tortént. A tarolhaté adatokat: Hermite-
interpolacié egyenletrendszerének matrixa, kvadratiura-alappontok és egyiitthatok,
a shaderekben globalis konstansokban tarolom, miutan el6zéleg Matlab scriptekkel

meghataroztam.

3.3. Kezelofelulet

3.3.1. Grafikus feliilet

A megjelenitéprogram képes egy térben gorbék megjelenitésére, amit egy ablak-
ban szabad kameraval bejarhatunk. A program OpenGL-lel implementalt, a gor-
bék kiértékelését tesselation shaderek végzik, az ablakkezelés az SDL konyvtarral
késziilt. Ezenkivil egy, az ImGui konyvtar segitségével implementdlt grafikus inter-
fészen tud a felhasznald inputot bevinni, beallitasokat modositani. A kezel6feliilet

angol nyelvii.

OpenGL 45

3.3.1. abra. A program miikédés kozben

A program egy gorbét, vagy az egy gorbe felosztasaval és optimalizalasaval kapott
szegmenseket tud megjeleniteni. Lathatok ezenfeliil a koordinatatengelyek (tajéko-

z0dés céljdbol, rendre voros, zold és kék szinnel az X, Y, Z tengelyek), valamint
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3.3. KEZELOFELULET

bizonyos segédadatok (errél a megfelelé bedllitasnal lesz sz6). A végezhetd operaci-

o0k a kovetkezok:

Gorbe vélasztasa (,,Select curve”): Kivalaszthatunk egy gorbét tovabbi operd-
cidkra és megjelenitésre. Valaszthatunk elore tarolt példagorbék vagy vélet-

lenszertien generalt gorbe kozil (lasd késébb)

Rajzolasi mod (,,Select drawing method”): Megvalaszthatjuk, hogy szeretnénk-
e GPU gyorsitott tesszelaciot alkalmazni a megjelenitéskor. Alacsonyabb sza-
mitasi teljesitményli videdkartyakon érdemes lehet kikapcsolni, ekkor a C++

program generalja a gorbe szakaszokkal vald kozelitését.

Gorbe generédldsa (,,Generate new random curve”): Uj véletlenszerii gorbe
generalasara keriil sor. Megadhaté a gorbe fokszama, illetve, hogy stk vagy
térgoérbét szeretnénk-e kapni. A goérbét nem a Bernstein-, hanem a Legendre-
bazisban generalja, mivel az ortogonalis, ezért jobban teljesiti az egyenletes

eloszlas kritériumait. Ezt [3] dltal leirt médon konvertalja Bernstein-bazisba.

Felosztés (,,Subdivision”): Megadhatd, hogy hény szegmensre szeretnénk fel-
osztani a gorbét, majd a megjelend csiiszkdkkal be lehet allitani a felosztéasi
pontok helyét. Ha szeretnénk latni ezen pontok helyét, be kell kapcsolni az

utols6 opcidban a kontrolladatok megjelenitését.

Optimalizécié (,Optimize current curve”): Optimalizél egy gorbét a megadott
felosztasi pontokra. Kivalaszthatd, hogy milyen rendi folytonossagot szeret-
nénk elérni, milyen fokszamu gérbét hasznalnank, és milyen funkcional szerint

szeretnénk optimalizalni.

Kamerabeallitdsok (,,Camera settings”): Bedllithatd, hogy milyen kameraval
szeretnénk a vilagot nézni, a szabadon mozgd perspektiv kamera helyett va-
laszthaté az XY sikra nézé ortografikus projekcio is (ez elsdsorban sikgorbék-

hez hasznos).

Szinezési beallitasok (,,Coloring settings”): Az R, G és B szinkomponensekhez
hozzarendelhetok kiilonbozo funkcionalok, amiknek az értékét a gorbe szinezé-
sére hasznaljuk fel. Alapesetben a szinek 0 és 1 kozotti lebegopontos szamokkal
reprezentalhatok, de a kapott érték egy skalazasi paraméterrel médosithato,

hogy a szinvaltozas minél jobban leirja a gorbe tulajdonsagait.

Kontrolladatok megjelenitése (,Draw control data”): Megjeleniti a felosztési
pontokat (piros ponttal), és az ottani derivalt iranyat és hosszat (z6ld vonallal).
Optimalizalas elott az eredeti gorbe, utdna a kapott gorbe adataival dolgozik

(ez csak a derivélthosszt modosithatja).

Szabad kamera esetén a vilagot a w, a, s, d billentytlikkel lehet bejarni, mig a bal

egérgomb lenyomasaval, és az egér mozgatasaval a kamerat forgatni. Ha az XY sikra
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3.4. KOZELITO MODSZEREK

rogzitett kamerat valasztjuk, az egér gorgdjével lehet nagyitani/kicsinyiteni a képet,

mig a w, a, s, d gombokkal az adott irdnyba eltolni a nézetet.

3.3.2. Parancssori feliilet

A program parancssori feliileten keresztiil is kezelhetd, ahol futtathaték nagy
szamu gorbére parhuzamosan az optimalizacios eljardasok. A parancssori feliilet az

eredménygorbék paramétereit a képernyon irja ki, vagy egy szovegfdjlba iranyitja.

Itt vannak megvaldsitva azok az eljarasok, amelyek a gorbék paramétereit a kon-
figuraciok egy stri racsan kiértékelik. Ezeket szovegfajlba exportalva, a fajlok fel-

haszndalasaval futtathatok a kovetkezdekben leirt kozelité mddszerek.

3.4. Kozelito mdodszerek

A kozelité modszerek Matlab-ban vannak implementalva. A GPU implementa-
ciéval generalt racsot fajlbol beolvasva a 2.3-ban leirt médokon kozeliti a bemeno
konfiguraciék paramétereit. A kapott eredményeket szintén fajlba exportalja, amit
ezutan oOssze lehet vetni az ugyanezen konfigurdciokra kiszamitott numerikus opti-

malizacidkkal.
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4 Eredmények

A leggyakrabban hasznalt funkcional a

C:(I >R >R Cf = /01<f’(a;), £ () dx (41)

Ez a fuggvény ivhossz szerinti paraméterezés esetén ismert, hogy konstans 0 (mi-
vel a két derivalt ekkor merdleges egymésra). Minimalizélasaval kozelitéen konstans

sebességli gorbék konstrualhatéak.

Egy masik gyakran hasznalt funkciondl a
1
Kf :/ ke(x)dx (4.2)
0

A tovabbiakban az ezen két funkciondl szerint optimalis polinomialis gorbéket

fogom vizsgélni elsé-, és masodrendii illesztési feladatokban.

4.1. Elsorendu illesztés

4.1.1. Harmadfoku eset

Els6rendii esetben egy konfiguraciora egy kétparaméteres, harmadfokt gorbesereg
illesztheto. A szabadsagfokok, a 71,71 > 0 skaldrok a két végpontbeli derivaltak
hosszat adjak meg, azaz a kezdeti és a végso parametrikus sebességet. Ezaltal az

optimumleképezés R? — R? alaki lesz, igy jol elemezhetd és vizualizalhaté. 20 x 20-

« /ey

Fontos megjegyezni, hogy itt mindenképpen feltételes optimalizaciot kell végezni,
mivel az 7 és 7] nem lehetnek negativak. (Negativ érték esetén nem a pontbeli
tangenst, hanem éppen az ellentettjét.) Sét, ha valamelyik 0, akkor is egy nem regu-
laris gorbét kapunk, ezért also korlatként 0.1-et adtunk meg. Ez okozza a nagy lapos

teriiletet a két optimumleképezésben. Tovabba azokon a tertileteken, ahol mindkét
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4.1. ELSORENDU ILLESZTES

X1b coordinates X1j coordinates

4.1.1. abra. Optimalis 7 és Ty paraméterek az «, J paraméterek szerint.

Functional norms

4.1.2. dbra. Optimalizéalt gorbe (4.1) szerinti norméja az «, f paraméterek
fliggvényében.

paraméter optimalizalasa a korlatba titkozott lesz a legnagyobb a célfiiggvény érté-
ke (4.1.2. abra), hiszen ekkor a numerikus médszer nem konvergalt egy reguldris

gorbéhez.

A 4.1.3. abran megtekinthet6, hogy melyek azok a konfiguraciok, melyekre a
numerikus optimalizalas a 4.1 funkcional szerint nemdegeneralt eredményhez kon-
vergalt. Az A pontbél B pontba mutaté gorbe optimalizdldsa sordn 1-ben akkor
kapunk optimélis regularis gorbét, ha az A-beli tangens az egységkor zolddel jelolt
részében talalhaté. Azaz amikor a végponti tangens a maéasik végpont irdnyahoz

képest ellentétes iranyba mutat, nem lesz optimalis az illesztés.

Az 4.1.4. abran lathaté, hogy a kozelité algoritmus a tartomany nagy részén
pontos, néhany esetben viszont nagy kiilonbség van. Ezek a nagy eltérések éppen a
4.1.3. abran sargaval jelolt tartomanyba esnek. Ezek a konfiguracidk tehat specialis

figyelmet igényelnek.

Az alabbi tablazatban lathatok a mdédszerek atlagos relativ hibaértékei, osszevet-
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4.1. ELSORENDU ILLESZTES

4.1.3. abra. Tangens-konfiguraciok a feltételes optimalizdlas konvergenciaja
szerint. Piros tartomany: nem konvergal, sarga tartomany: az esetek legalabb
10%-aban nem konvergél, zold tartomany: konvergal.

X1b coordinates X1j coordinates

1.5
1.5

4.1.4. abra. Becsl6 algoritmus hibdja: a 100 x 100-as racs, és a
feltilmintavételezett 20 x 20-as racs kiilonbsége.
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4.1. ELSORENDU ILLESZTES

10000

Error dist. of norm from optimal norm
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4.1.5. abra. Szakaszos Hermite-spline szlirés optimalitasi hib4djanak eloszlasa.

ve az ugyanazokbdél a bemend adatokbdl kiindulé optimalizacioval. (10000 egyenletes

eloszlasu teszteset generalasabol.)

71 becslésének hiba statisztikai a kovetkezOk (vastagon szerepel a legjobb):

Médszer Atlag | Szérés | Median
Legkdzelebbi 0.0645 | 0.1793 | 0.0018
Bilineéris 0.0658 | 0.1663 | 0.0025
Kobos spline 0.1196 | 0.2404 | 0.0187
Szakaszos Hermite | 0.0588 | 0.1602 | 0.0017

A becsiilt gorbék tényleges célfiiggvény-értékének eltérése az optimalisétol:

Moédszer Atlag | Szérds | Median
Legkozelebbi 0.0250 | 0.0539 | 0.0086
Bilinearis 0.0146 | 0.0384 | 0.0031
K6bos spline 0.0196 | 0.0471 | 0.0059
Szakaszos Hermite | 0.0135 | 0.0365 | 0.0022

Levonhaté a kdvetkeztetés, hogy a szakaszos Hermite-spline approximacio a leg-
pontosabb, de a linedris nem sokkal marad el, és lényegesen alacsonyabb szamitas-

igénye miatt j6 alternativa lehet.

A hibék eloszlasa szakaszos Hermite esetén a 4.1.5. abran lathat6. A hiba java-
részt kicsiny, kevés kiugré magas érték van. A tobbi mdodszer hibdjanak eloszlasa
is ehhez hasonlé strukturaja. Ritkdn (<0.1%) eléfordulnak nagy hibak, melyek az
atlagot felhtuzzak.

A 4.2 funkcional alkalmazéasa esetén az optimumleképezés mas struktiraju lesz.
Ennek az optimumleképezésnek a [0,27] x [0, 27]-n szingularitdsai vannak (4.1.6

dbra), ezért célszerti a [—7; 7]-re vett lesziikitését vizsgalni (4.1.7-4.1.8 abrék).

19



4.1. ELSORENDU ILLESZTES

X1b coordinates X1j coordinates

50 60

40 50

4.1.6. dbra. Optimumleképezések a (4.2) funkciondl szerint
X1b coordinates X1j coordinates

4.1.7. dbra. Optimumleképezések a (4.2) funkcional szerint (lesziikitve [—7; T]-re)

Functional norms

4.1.8. dbra. Optimaélis gérbe norméja a (4.2) funkciondl szerint (lesziikitve

[—3; 5]-re)
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4.1. ELSORENDU ILLESZTES

Ezen a tartomanyon generalt tesztesetekre a (4.1)-es funkcionalhoz hasonl6 pon-

tossagu becslés adhatd példaul szakaszos Hermite-approximacioval:

Paraméter Atlag | Széras | Median
7 0.1362 | 0.1680 | 0.0729
Célfiiggvény | 0.0148 | 0.0376 | 0.0021

4.1.2. Magasabb foka eset

Harmadfokinal nagyobb gorbefokszam esetén a koztes (azaz az els6 kettén, és az
utols6 kettén kiviili) Bézier-kontrollpontok 6nmagukban szabadségfoknak tekinthe-

t6k, mivel nem kotik Sket a végponti 71, 1 értékek.

Erdemes el8szor megvizsgalni, hogy milyen eltérések vannak azonos konfiguré-
ciora illesztett harmad-, illetve negyed- vagy magasabb foku gorbék célfiiggvény-
értékében. Ezzel jobban megismerhetjik, hogy melyek azok a konfiguraciok, ahol a

fokszamemelés hasznosabb.

4.1.9. dbra. Optimélis negyedfokt gorbe normaja 4.1 szerint

A 4.1.9 abran lathaté az optimalis negyedfoki gérbe norméja 4.1 szerint. Ezt
a harmadfokival Osszevetve a 4.1.10 abran lathato a fokszamemelés altal elérheto
javitas.

Egy példa olyan konfiguraciora, ahol nagy jelentésége van a fokszamnak, latha-

t6 a 4.1.11-4.1.12 abrakon. A harmad- és negyedfoki Bézier gorbék, valamint a

kontrollpontjaik ldthatok az o = 7, 3 = —7 esetben.
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4.1. ELSORENDU ILLESZTES

4.1.10. abra. Negyedfoku gorbe javitasa a harmadfokithoz képest

4.1.11. abra. Harmadfokud optimalis gorbe. C'f = 1.78817749
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4.2. MASODRENDU ILLESZTES

4.1.12. abra. Negyedfoku optimalis gorbe. C'f = 0.957862

4.2. Masodrendu illesztés

4.2.1. Otodfoka eset

Az elsérendti esetnél szerzett tapasztalatok alapjan az «, f paramétereket a [—7; 7]
intervallumba korlatoztuk. A x(0), k(1)-t praktikussagi szempontok szerint a [—2; 2]

intervallumon mintavételeztiik.

Az illesztett gorbék ekkor 6todfokuak lesznek, 4 szabadsdgfokkal (71, %, <52),
az optimumleképezés pedig R* — R* alakd. Ennek vizualizdcidja csak metszetek-
kel lehetséges, példaul rogzitve a két szoget, megadhato a szabadsagfokok fiiggése a

gorbiiletektol.

Néhany példa ilyen metszetekre lathato a 4.2.1.-4.2.4. abrakon. Ezek a fliggvé-

nyek folytonosan jol kézelithetének latszanak, és nincs szingularitasuk.

4 dimenziés linearis interpolacioval becsiilhetok ekkor a paraméterek. A mod-

szer relativ hibastatisztikai az alabbi tablazatban lathatok, a hiba eloszldsa a 4.2.5.

abran.
Paraméter Atlag | Széras | Medidn
A 0.1148 | 0.1782 | 0.0482
Ty 0.6481 | 0.4787 | 0.5428
Célfiiggvény | 0.1167 | 0.1625 | 0.0524
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4.2. MASODRENDU ILLESZTES

X1b coordinates X2b coordinates

4.2.1. dbra. A négy szabadsiagfok fiiggése a gorbiilettdl (o =

Functional norms

4.2.2. dbra. Optimdlis gorbe (4.1) szerinti norméja (o =

— 57
10°

3
10°

— _3m

10

)
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4.2. MASODRENDU ILLESZTES

X1b coordinates X2b coordinates

0 0 0
2 2 2 2

X1j coordinates

4.2.3. dbra. A négy szabadsiagfok fiiggése a gorbiilettél (o

Functional norms

=1/ =10)

4.2.4. dbra. Optimalis gorbe (4.1) szerinti norméja (o = =
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4.3. HATEKONYSAG

Error dist. of norm from optimal norm
3500 T T
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4.2.5. Abra. Masodrendi illesztés optimalitasi hibajanak eloszlasa.

Megfigyelhetd egyrészt, hogy a pontossag lényegesen romlott az elsérendii esethez
képest, masrészt pedig az x4 paraméterek becslése lényegesen rosszabb az xq-ekénél.
Ennek oka lehet, hogy az x5 koordinatak optimuma gyakran kozel van 0-hoz, ami

felerdsitheti a relativ hibat.

4.3. Hatékonysag

Az algoritmus C++ prototipus-implementécidja az elsérendli, harmadfoka kon-
figuraciokra a kozelitoen konstans sebesség funkciondlra egy szalon futva 266 ma-
sodperc alatt szamitja ki az optimumot egy 20 x 20-as racson. Nagyobb rendek,
fokszamok, felosztasi stlirtiség, valamint bonyolultabb funkcional esetén a mivelet-

igény jelentosen nott, akar tobb 6ras is lehetett.

Az implementacié GPU-ra valé atiltetése esetén minden egyes konfiguraciora

egy-egy workgroup indul. Ekkor ugyanez a miiveletigény 2.55 méasodperc.
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5 Osszefoglalas

A dolgozatban megmutattuk, hogy bizonyos funkcionalok esetén van lehetdség
konstans idoben kozeliteni a numerikus optimalizalassal kapott gorbeértékeket ra-

cson mintavételezett optimumok segitségével.

Elsérendi geometriai Hermite feladatoknél konstans sebességet leird funkcionalok
esetén a szakaszos Hermite illetve a bilinearis sziirések hibastatisztikai bizonyultak
a legjobbnak. A pontossag mellett a hatékonysagot is figyelembe véve a bilinearis

modszer megfelel6 valasztas lehet gyakorlati problémakra is.

Gorbiiletfiiggd funkcionalok esetén azt tapasztaltuk, hogy a bemeneti geometriai
konfiguracidknak van olyan 0Osszefiiggé részhalmaza, amelyen szintén elfogadhato

hiban beliil lehetséges konstans idében kozelitéen optimalis gorbét talalni.

Az implementacio segitségével jol feltérképezhetd, hogy melyek azok a konfigu-
raciok, melyekre a fokszamemelés szignifikdns javulast okozhat az eredménygorbe
optimalitasaban. Ezaltal segitheti tervezok stratégiai dontését, hogy adott alkalma-

zashoz milyen fokszamu gorbéket érdemes hasznélni.

Tovabbi vizsgédlat targyat képezheti mas, nem feltétlen regularis mintavételezések,
illetve nem csak szabalyos racsokon értelmezett szilirések alkalmazasa az optimum-
leképezés mintakkal vald kozelitésére, példaul szoért adat approximacios modszerek

segitségével.
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A Képletek, levezetések

A.1. Magasabb rendii geometriai invariansok képlete

A 2.3-2.4 képletek az aldbbi moédon vezethetok le:

A Frenet-koordinatak kielégitik az alabbi differencidlegyenleteket ([10]):

Tny1 Ty, 0 —x 0 Ln
Ynir | = | Up | F2i| w0 =7 || yn (A1)
Znt1 2, 0O 7 0 Zn,

n = l-re felirva:

) :L‘l O —K O I
ys | =1 0 |+a1 |k 0 —7 0 (A.2)
0 0 7 0 0

Az els6é komponensek egyenl6ségébdl: x) = x5 (ezt késébb felhasznaljuk)

A masodik komponensek egyenl8ségébdl: yy = kz?, amibdl:

k=22 (A.3)

Y
T3 ) 0 —x 0 To x5+ f
Ys - yé + 2 K 0 —T Y2 = é + L2Y2 (A 4)
23 0 0 7 0 0 !
T1TY2
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A.1. MAGASABB RENDU GEOMETRIAI INVARIANSOK KEPLETE

¥

/o
ZE2—I3—$1

yo = (ka}) = Ko} + K202 = waf 4 2222

Masrészt vy, = y3 — %, amibél:

T2y T2y
/.3 2Y2 2Y2
12 =B
1 g
/.3 ToY2

, Y3T1 — T2y
K=

Illetve a harmadik sorbol:

z
23 =TX1Yo = T = - (A.6)
T1Y2
Az n = 3 rendii egyenlet:
Ty xh 0 —x 0 T3 Tl — T1KY3
yo | = ys | Fo| k0 =7 | |y | = | ystarry —mrzs | (A7)
24 A O 7 0 23 25 + T1TYs3

A maésodik sor szerint:

2
! (3 I 14 19 1.2 122 2 Y2\
ys = (K27 + 3z1622)" = K27 + K'3xixs + 3K'2720 + K25 + 3Kw1 (23 — 2) =
"4

2 3
-3 Y225 +Y22123—Y
= k'w] 4+ K6xiry + K3(23 + 2123 — y3) = K] + By Ptz 4 BT

N 1 1
T122Y3+T123Y2—Y
+3 2

"4
=K X
1 z%

! "4 Tizystrizsya—ys | Y213 232,
Ys = Y3+ x1KT3 — 1723 = KT + 3 — + - =
! Z1 Y2

Ebbdl:

3 2
T1ToYs + T1T3Ya — Yy  Y2X3 | 23

"n_4
K'x] =Yg — 3 3 +
Ty I Yo
T1ToYs — Y5 | 23
"n_4 2 3
Kay=ys—3——5——+—
1 Y2
2 4 2,2
W YaTiys — 3x1waYoys + Yy + 2377
- 6
T1Y2

(A.8)
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A2. AZ L-BFGS ALGORITMUS

Tovabba a harmadik sorbdl:

%)

zy = 2h + T1TYs = T'TTY + Ty + TH1 (Y3 — 22) a7y = 23y + 27T Y3 =

2
T2y + 2—'2233

Ebbél:

P 5788 (A.9)

= 2 2,2
T1Y2 T1Y5

A.2. Az L-BFGS algoritmus

Az L-BFGS ([4]) iterdciés médszer, a Newton-szerti modszerek csalddjaba tarto-

zik. A Newton-mddszer optimalizacios valtozata:

Az = f"(wy) " [ ()
Tpa1 = T — Ax

Az L-BFGS modszer hasznalata esetén nincs sziikség a masodik derivalt, azaz a
Hesse-matrix meghatarozasara. Ezdaltal a miiveletigény joval kisebb lehet. Raadasul,
ha a méasodrendii parcialis derivaltakat csak numerikusan tudnank becsiilni, akkor

sok esetben robusztusabb eljarast is kapunk a Newtonhoz képest.

Az alabbiakban xp € R" a k-adik iteraciés lépés pozicidja, gr € R™ az ottani
gradiens. m € Z" konstans, mellyel szabalyozhatd, hogy hany kordbbi 1épést vegyen

figyelembe a Hesse-matrix approximacioja soran.
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A2. AZ L-BFGS ALGORITMUS

Algoritmus A.2.1 L-BFGS lépésszamitas

Bemenet: z, ...,z € R" iterdciés pontok, d; = f'(z;)(i = 0..k)

Ye—1 = Gk — glk—l

P e sk

q = gk

Ciklus j := k — 1..max(0, k — m)
a; = p;j - (s;,q)
q-=4q9—Q;Yyj

Ciklus vége

HY = DL Okt e

(Yr—1, Y1)

z = Hpq

Ciklus j := max(0,k —m)..k — 1
B = p;i(y;, )
z:=z+ sj(a; — B;)

Ciklus vége

Az =z

Tpe1 = T — Ax
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B Segédlet a program hasznalatahoz

A program forraskédja (https://github.com/Smillancs/CurveLib/tree/opt__dev)

letolthetd, forditasahoz és futtatasahoz az aldbbiak nyujtanak segitséget.

Windows rendszeren

A forditasi fliggoségek megtalalhatok a kodhoz csatolt OGLPack mappaban.
Forditéként Visual Studio (legaldbb 2015-6s) hasznélata javasolt. A projektfajlok
CMake-kel generalhaték, a CMakeLists.tat alapjan. A Viewer nevii projektet kell

futtatni a forditas utan, ekkor jelenik meg a 3.3.1-ban leirt feliilet.

Linux rendszeren

A fiiggoségek a legtobb disztribicion konnyen telepithetok csomagkezel6bol. Sziik-
séges egy OpenGL-kompatibilis videokartya-driver, tovabba a GLEW, GLU, GLM,
Eigen, SDL2 konyvtéarak fejlesztéshez sziikséges (headereket tartalmazd) véltozatai.
A CMake forrasokbol generalhaték pl. makefile-ok. C++14 kompatibilis forditoval
fordithaté a kod. Szintén a Viewer projektbdl 1étrejott futtathatot kell elinditani.
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