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Interpolaciés gorbék - Geometriai Hermite

Geometriai Hermite interpolacié
Nulladrendben:
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Interpolaciés gorbék - Geometriai Hermite

Geometriai Hermite interpolacié

Elsérendben:
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Interpolaciés gorbék - Geometriai Hermite

Geometriai Hermite interpolacié

Masodrendben:
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Interpolaciés gérbék - Geometriai Hermite

Geometriai Hermite interpolacié

Geometriai Hermite-interpolacié

A GH interpolacié olyan parametrikus gorbék konstrukcigjaval foglalkozik,
amelyek adott paraméterértékekben elGirt paraméterezésfiiggetlen
mennyiségeket, geometriai invariansokat interpolalnak.

rend (i) JJO[1] 2 | 3 |.]| n
GHadat (D;) [ p [t |n k|, 7] . |02, 709

ahol p € E? rekonstrualandé pozicié, t,n, b € R3 rendre a Frenet kisérs
triéder tangens, normalis és binormalis egységvektorai, x, 7 pedig a
gorbiilet- és torzifiiggvény, k™), (") ezek ivhossz szerinti derivaltjai.

Tétel (GH interpolacié folytonossaga)

A GH interpolacié gorbeszegmensek kozott i-edrendii folytonossagot
garantal a végpontokban.

Sipos Agoston (ELTE) Kozelit8en optimalis gorbék Grafgeo 2018



Interpolaciés gorbék - Parametrizalhatésag

Szabadsagfokok

Tétel (GH interpolacié szabadsagfokai)

A két végponti GH interpolacié n-edrendben megoldhaté (2n + 1)-edfokd
polinomokkal, és a megoldas egy 2n paraméteres gorbesereg lesz.

Megjegyzés:

A 2n darab szabadsagfok (f(t)-vel jellve az interpolans gorbét) a

2 = f£0(0) - t(0) és T; = fO(1) - t(1), (i = 1..n) Frenet-koordinatak a
két végpontban.

Ugyanis ekkor az interpolans végponti derivaltjai egyértelmdien
meghatarozhaték az alabbi képletekkel

f/ = xlt
f’ = zot + 22kn

£ = x3t + (3x1z0k + 23K )0+ 23KTD
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Interpolaciés gorbék - Parametrizalhatésag

Szabadsagfokok

A végponti derivaltakbél pedig a gorbe paraméterezése (példaul) a
Bernstein-bazisban az alabbi egyenletrendszer megoldasaval adédik
(B; az i-edik (2n + 1)-edfokd Bernstein-polinom)

[ £(0) T By(0)  B1(0) Ba,41(0)
£(0) By(0)  By(0) B3y 41(0)
£(0) By(0)  By(0) By, 11(0)

: : : : Po
£m©)| _ |BM©) BM©0) .. BYL0)] | Pr
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BGR(2nw:g)X(2n+2)
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Interpolaciés gorbék - Parametrizalhatésag

Konfiguracidk - altalaban

» Csak sikgorbéket vizsgalunk
» A konfiguracidkat normalizaljuk a (0,0) kezdé-, és (1,0) végpontba.

» Elsérendben igy 2, masodrendben 4 skalarmennyiséggel tudjuk leirni a
konfiguraciokat.
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Interpolaciés gorbék - Parametrizalhatésag

Konfiguraciok - elsérend

B

Elsérendii illesztés paraméterezése két szoggel
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Interpolaciés gorbék - Parametrizalhatésag

Konfiguraciok - masodrend

Masodrendii illesztés paraméterezése két szoggel, és két eljeles gorbiilettel
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Interpolaciés gorbék - Optimalizacié

Gorbe optimalizacidja

Mivel vannak a feladatnak szabadsagfokai, lehet6ség van a gorbét
valamilyen funkcional szerint optimalizalni.
Példaul:

| €@ e @ds
0

Ez a funkcional kozelitéen konstans sebességii gorbék konstrualasara

alkalmas.
1
/ ()| da
0

Ez a célfliggvény minimalizalja a gorbe gorbiileti integraljat, ezaltal minél
egyenesebb gorbéket hoz létre.
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Interpolaciés gorbék - Optimalizacié

Gorbe optimalizaciéja - példak

Eredeti (harmadfoka) gorbe
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Interpolaciés gorbék - Optimalizacié

Gorbe optimalizaciéja - példak

Konstans sebességre optimalizalt gorbe
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Interpolaciés gorbék - Optimalizacié

Gorbe optimalizaciéja - példak

Gorbiilet minimalizalasra optimalizalt gorbe
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Interpolaciés gorbék - Optimalizacié

Gorbe optimalizacidja

Mivel 2n szabadsagfokunk van, ezért egy R?® — R optimalizalasi feladattal

kaphatjuk meg az optimalis paramétereket.
A kutatas célja az, hogy ezeket a paramétereket konstans idében, az

optimalizacié végrehajtasa nélkiil kdzeliteni tudjuk.
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Vv Algoritmus
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Algoritmus - Optimumleképezés

Optimumleképezés

Definicié (Optimumleképezés)

Azt a D, x D,, — R?" fiiggvényt, amely egy geometriai konfiguraciéparhoz
(kezd6- és végpont) hozzarendeli a GH interpolacié optimalis paramétereit,
optimumleképezésnek nevezziik.

Megjegyzés: Az optimumleképezés altalaban nem ismert, csak kozeliteni
tudjuk.
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

X1b coordinates X1j coordinates

Optimumleképezés kozelitése a kdzelitéen konstans sebesség funkcionalra ([0, 27])
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

X1b coordinates X1j coordinates

15

Optimumleképezés kozelitése a kdzelitéen konstans sebesség funkcionalra ([0, 27])
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

"Rossz"-nak tekinthetd egy konfiguracié az optimalizalas szempontjabdl,
ha a tangens és a kezd6pont-végpont vektor skalaris szorzata negativ.

"Rossz" konfiguracié elsérendben
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

Functional norms

o = N W &

Optimalis gorbék norméaja a kozelitéen konstans sebesség funkcionalra ([0, 27])
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

X1b coordinates X1j coordinates

Opt.leképezés kozelitése a kdzelitGen konstans sebesség funkcionalra ([—F, 5])
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

Functional norms

Optimalis gérbék normaja a kézelitéen konstans sebesség funkcionalra ([—7,

(NI
=
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

X1b coordinates X1j coordinates

Optimumleképezés kozelitése a gorbiiletminimalizalé funkcionalra ([—7, 7])

Megjegyzés: Ennek az optimumleképezésnek a teljes [0, 27]-n véve
szingularitasai vannak.
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Algoritmus - Optimumleképezés

Példa optimumleképezésre

Functional norms

Optimalis gérbék normaja a gorbiiletminimalizalé funkcionalra ([—-7F, 5])
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Algoritmus - Kozelitési médszerek

Kozelitési modszerek

Tegyiik fel, hogy az optimumleképezés folytonos. Ekkor ha ismert az
optimumleképezés kdzelitése (azaz egy racson kiértékeltiik az optimalis
szabadsagfokokat), akkor az ismert értékek alapjan kozelithetsk az
optimalis szabadsagfokok.

Az alabbi moédszereket prébaltuk ki:

v

Legkdzelebbi szomszéd

v

Bilinearis interpolacio

v

K&bos spline interpolacio

v

Szakaszos Hermite interpolacio
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Algoritmus - Kozelitési médszerek

Mdédszerek elemzése - elsérend

7’1 becslésének hiba statisztikai a kdvetkezok:

Médszer Atlag | Széras | Median
Legkdzelebbi 0.0645 | 0.1793 | 0.0018
Bilinearis 0.0658 | 0.1663 | 0.0025
Kobos spline 0.1196 | 0.2404 | 0.0187

Szakaszos Hermite | 0.0588 | 0.1602 | 0.0017

A becsiilt gorbék tényleges célfiiggvény-értékének eltérése az optimalisétol:

Médszer Atlag | Széras | Median
Legkozelebbi 0.0250 | 0.0539 | 0.0086
Bilinearis 0.0146 | 0.0384 | 0.0031
Kobos spline 0.0196 | 0.0471 | 0.0059

Szakaszos Hermite | 0.0135 | 0.0365 | 0.0022
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Algoritmus - Kozelitési médszerek

Approximalt és siiri racs kiilonbsége

X1b coordinates X1j coordinates

Becsiilt (szakaszos Hermite) és siiribben kiértékelt racs kiilonbsége
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Algoritmus - Kozelitési médszerek

Moédszerek elemzése - masodrend

Masodrendben R* — R* fiiggvényekkel kell dolgozni.
Nem vizualizalhaték, csak szeletekben:

X1b coordinates X2b coordinates
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Algoritmus - Kozelitési médszerek

Moédszerek elemzése - masodrend

Miiveletigény-korlatok lépnek fel.
Linearis interpolaciés becslés hibai:

Paraméter Atlag | Széras | Median
) 0.1148 | 0.1782 | 0.0482
o 0.6481 | 0.4787 | 0.5428
Célfiggveny | 0.1167 | 0.1625 | 0.0524
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v Osszefoglalas
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» Osszefoglalas -
Osszefoglalas

> Jol megvalasztott tartomanyok esetén az optimalis gorbék paraméterei
j6 kozelitéssel becsiilheték racs alapjan

» Bizonyos esetekben vannak rosszul viselkedd, vagy szingularis
tartomanyok, ahol 6vatosabban kell eljarni

» A szakaszos Hermite-spline a legpontosabb kozelités, de a bilinearis
kozel olyan jé.

Kosz6ndém a figyelmet!

Sipos Agoston (ELTE)

Kozelitéen optimalis gorbék
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